Licence Informatique 4TIN501U — Algorithmique des graphes

Université de Bordeaux Feuille 10
Exercice 1 Les valuations entre crochets des arcs du graphe Gy re-
présentent des capacités.
@ 12 Q\ 1. Déterminer sur le graphe G; un flot maximal du
5] sommet Sy au sommet s5. Quels arcs du graphe
’ sont saturés? Quelle est la coupe minimum obte-
@\ nue par l'algorithme de Ford et Fulkerson ?
[15]
\@v
FIGURE 1 - G,
Exercice 2 Les valuations des arcs du graphe G, dé-
finissent un flot sur un graphe de capacité
/QD— 505] "Q borné (les capacités des arcs sont indiquées
entre crochets).
7[10] 2[5 2[2]

S/ \ 1. Le flot de sy a s7 est-il maximum ? Si
\ @1 4[4%99— 4[8] non, l'optimiser.

6[7] 227 1] 303 2. Vous indiquerez une coupe minimum

/ / / associée au flot maximal obtenu.
\@— af8) —{50)

FIGURE 2 — Gy

Exercice 3 Dans le graphe G5 les valuations entre cro-
chets des arcs représentent des capacités.

@ 18] 1. En utilisant 'algorithme de Ford-
\ [z 15 Fulkerson, déterminer sur le graphe
(3]

(3 un flot maximum du sommet s

\ — 14l ‘E’ au sommet Sg9 (vous indiquerez les
15]\ [10] augmentations successives du flot, et

/ vous mettrez en évidence le fait que

@ [10] — le dernier flot obtenu est maximal).

FIGURE 3 — G35



Exercice 4 Dans le graphe G4 les valuations entre cro-
chets des arcs représentent des capacités.

1. En utilisant l'algorithme de Ford-Ful-
kerson, déterminer sur le graphe G4 un

3[5]

/ flot maximum du sommet sy, au som-
\ met s3 (vous indiquerez les augmenta-
9[10] tions successives du flot, et vous met-
trez en évidence le fait que le dernier

flot obtenu est maximum).

FIGURE 4 - G,
Exercice 5

(*) Les arcs du graphe G5 sont valués par des nombres entre crochets (représentant leur capa-
cité), et des nombres représentant un flot compatible avec les capacités.

— 7[10]
/GP \ 1. Utiliser I'algorithme de Ford-Fulkerson pour

812 1[3] 2] sfs] augmenter le flot indiqué de fagon a obtenir

/ un flot maximum allant du sommet sy, au
sommet $; (vous montrerez que le flot ob-
(s J— 818] —(52)— 8a2] (55 )— olas| ;

tenu est maximum).

FIGURE 5 — G5

Exercice 6

(*) Les arcs du graphe Gg sont valués par des nombres entre crochets (représentant leur capa-
cité), et des nombres représentant un flot compatible avec les capacités.

| / | 1. En utilisant l'algorithme de Ford-Fulkerson,
augmenter le flot du sommet sy, au som-

8[13]  o[5] 22]  6[10] . .y
/ met s7. Vous ferez apparaitre les différentes
)é étapes de l'optimisation, et vous indiquerez
i iS [10] 7171 une coupe minimum.
10[12]  o[2] 10[15]

FIGURE 6 — Gg



Algorithme de Ford et Fulkerson

G : graphe orienté
c: BE(G) = R*

s : source de GG

t : puit de G

On considére un arc (¢, s) de capacité c(t, s) infinie. La valeur du flot sur cet arc sera la "valeur
du flot de s a t".

On note respectivement par /(e) et T'(e) 'extrémité initiale et I'extrémité terminale d’un arc
e.

Algorithme 1 FlotMax(G, ¢, s, t)
1: pour tout e de E(G) faire

2: f[e] — 0

3: fin pour

4: répéter

5. Marquage(G,c, f, s,t)
6: siteY alors

7 vVt

8: Ct + {(t,s)}

9: C~« 0

10: tant que v # s faire
11: e < Alv]

12: si v = T[e] alors
13: Ct+ CtuU{e}
14: v < I[e]

15: sinon

16: C~ + C~U{e}
17: v Tle]

18: fin si

19: fin tant que

20: fin si

21:  pour tout e € C" faire
22: fle) < f(e) + d[t]

23:  fin pour

24:  pour tout e € C'~ faire
25 fle) « f(e) — o[t

26: fin pour
27: jusqu’'até¢y




Algorithme 2 Marquage(G, ¢, f, s,t)

1Y «+ {8}

2: 6(s) + +o0

3: Maz + faux

4: tant que t € YetMax =faux faire

5. siil existe e = (u,v) avec u € Y, v €Y, f(e) < c(e) alors
6: Y «+ YUu{v}

7 A +e

8: d[v] <= min(dlu], c(e) — f(e))

9: sinon

10: si il existe e = (u,v) avec v € Y,u ¢ Y, f(e) > 0 alors
11: Y« Y U{u}

12: Alu| + e

13: Ou] <~ min(d[v], f(e))

14: sinon

15: Max < vraz

16: fin si

17:  fin si

18: fin tant que




Solutions pour le chargé de TD

En général, pour déterminer un flot maximal en utilisant ’algorithme de Ford-Fulkerson le
choix des chaines augmentantes n’est pas unique.

Correction de |'exercice 1

Flot max = Coupe min = 16. Ensemble des sommets de la coupe : {sg, s1, 2, s4}, ensemble des
arcs saturés : {(s1, s3), (84, $3), (84, 5), (S2, S5) }.

Le résultat peut étre obtenu en choisissant les chaines augmentantes suivantes :
59 — S1 — S3 —> S5, augmentation : 2

Sg —> 8] —> S4 — S5, augmentation : 3

S9 —> So — S5, augmentation : 7

89 — S9 —> 84 — S5, augmentation : 2

89 — Sg —> S4 —> S3 — S5, augmentation : 2

Correction de |'exercice 2

Le flot de valeur 13 de sy & s; n’est pas maximal, il peut étre optimisé en 'augmentant de 2
unités sur la chaine suivante :

Sog —> 81 —> 83 —> S4 —> S5 — Sy

On obtient donc : Flot max = Coupe min = 15.
Ensemble des sommets de la coupe : {sq, $1, 2, S3, S6}-

Correction de I'exercice 3
Flot max = Coupe min = 15.
Ensemble des sommets de la coupe : {sq, $1, S2, S3, S4, S5, S7, Sg }-

Le résultat peut étre obtenu en choisissant les chaines augmentantes suivantes :
So —> S1 — S4 — S¢ — S9, augmentation : 3

Sg —> Sg —> §] —> S4 —> Sg¢ — So, augmentation : 3

S0 — So — S5 —> Sg — Sg, augmentation : 2

Sg —> S3 —> S5 —> S —> Sg, augmentation : 4

Sg —> S3 —> S5 —> S4 — S¢ — Sg, augmentation : 1

Sg —> 83 — S5 — S —> 8¢ — Sg, augmentation : 2

Correction de I'exercice 4

Le flot de valeur 12 de sy a s; n’est pas maximal, il peut étre optimisé en 'augmentant de 1
sur la chaine suivante :

Sg —> S1 —> S4 —> So — S3

On obtient donc : Flot max = Coupe min = 13. Ensemble des sommets de la coupe :{sq, s1, $5}.

Correction de I'exercice 5

Le flot de valeur 23 de sy & s; n’est pas maximal, il peut étre optimisé en 'augmentant de 3
unités sur les chaines suivantes :

S9 —> §1 — S9 —> S5 — S7, augmentation : 2

S9 —> S3 — So —> S5 —> S7, augmentation : 1

On obtient donc : Flot max = Coupe min = 26.

Ensemble des sommets de la coupe : {sq, $1, S3, S4}-



Correction de l'exercice 6

Le flot de valeur 25 de sy & s; n’est pas maximal, il peut étre optimisé en 'augmentant de 5
unités sur les chaines suivantes :

89 —> S1 —> 89 —> S5 —> S4 — S7, augmentation : 2

So — S —> S9 —> S¢ — S7, augmentation : 3

59 — So — S¢ — Sy, augmentation : 2

On obtient donc : Flot max = Coupe min = 30.

Ensemble des sommets de la coupe :{sq, s1, S, S3, S5}



